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1  综述

1)  重要的基本概念

*  矩阵：矩阵的秩，矩阵的初等变换与初等矩阵，矩阵的等价；

*  向量组：向量组的线性表示，线性相关与无关，向量组的等价；

**  线性方程组：ቊ
𝐴𝑥 = 0 − −基础解系
𝐴𝑥 = 𝑏 − −解的问题

*  特征值、特征向量，相似于对角形；

*  二次型，正交变换，合同变换，标准形，规范形，正定矩阵；

*  （数一）向量空间：空间的基，基变换，坐标，坐标变换。



2）计算（基本功）

* 计算行列式， 性质，以及按行（列）展开；

* 矩阵的乘法，求逆，分块矩阵，求矩阵的秩；初等矩阵，伴随矩阵等相关问题；

* 向量组：求极大无关组，向量的线性表示，判别线性相关性；

**  求解方程组的解：基础解系，通解，特解，同解，公共解；

求解矩阵方程 AX = B 

**  求特征值与特征向量，对角化矩阵；

* 二次型：求正交变换（矩阵）化二次型维标准形；

合同变换（可逆矩阵）化为规范形；

正定二次型与矩阵矩阵的判别法。



第一章 基础篇

第一节 方程组初步

例1 求解二元一次线性方程组：1) ቊ
𝑥 − 𝑦 = 1
2𝑥 + 2𝑦 = 0

；

例2 求解三元一次线性方程组：(1) ቐ

3𝑥1 + 𝑥2 − 4𝑥3 = 4
2𝑥1 + 2𝑥2 = 2
𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 1

解法：（1）某个方程乘以 k 倍； (2）交换两个方程；

（3）某个方程加（减）另一个方程的 k 倍；

注：如上的三种方法都不改变方程组的解---线性变换；



例3 1) ቊ
𝑥 − 𝑦 = 1
2𝑥 − 2𝑦 = 2

; 2) ቊ
𝑥 − 𝑦 = 1
2𝑥 − 2𝑦 = 0

例4  1) ቐ

𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 4
2𝑥1 + 2𝑥2 = 2
2𝑥1 + 2𝑥2 − 2𝑥3 = 8

2) ቐ

𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 4
2𝑥1 + 2𝑥2 = 2
2𝑥1 + 2𝑥2 − 2𝑥3 = 2

结论：线性方程组求解可能出现的三种情形：

1）唯一解； 2）有无穷多组解； 3）方程组无界。

线性代数的核心问题就是研究这三种情形所对应方程组的共性，以及求解方法.



第二节 矩阵基础

一，基本定义：矩阵：𝐴 =

𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛. . .
𝑎𝑚1

. . .
𝑎𝑚2

. . .
𝑎𝑚𝑛

记 𝐴𝑚×𝑛, 𝑚行 𝑛列， 𝑚 × 𝑛个元素；

𝑚 = 𝑛称为 𝑛阶方阵； 列向量：
1
2
1

可以称为 3 × 1阶矩阵。

单位矩阵，对角矩阵，（上）三角矩阵：

𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
0 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
. . .
0

. . .
0

. . .
𝑎𝑚𝑛

；

可逆矩阵，对称矩阵，正定矩阵； 初等矩阵，



二，矩阵的基本运算：1) 加减，与数相乘；

2) 矩阵的相乘: 𝐴𝑚×𝑛𝐵𝑛×𝑙 = 𝐶𝑚×𝑙

例5：设 𝐴 =
1 2
−1 3

，𝐵 =
2 1
−2 0

, 𝐶 =
2 −1 0
0 1 2

; 求 2𝐴 + 3𝐵, 𝐴𝐵, 𝐵𝐴, AC  

注：𝐴𝐵与 𝐵𝐴 不一定相等(不满足交换律）； 若 AB = BA, 则称 A, B 是可交换的；

3) 转置矩阵 𝐴𝜏, 对称矩阵: 𝐴𝜏 = 𝐴



三，方阵的行列式：D =

𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛. . .
𝑎𝑛1

. . .
𝑎𝑛2

. . .
𝑎𝑛𝑛

1）是个具体的数值，由 n! 项生成，取自不同行与不同列的元素乘积；

2）行列式的性质：i）交换两行，则行列式变号；

ii)若某行（列）有相同数值可以提取到行列式外；

iii) 行列式的某行（列）加上另外一行（列）的 K 倍，行列式不变。

3）行列式的按行（按列）展开； 𝐷 = 𝑎𝑖1𝐴𝑖1+. . . 𝑎𝑖𝑛𝐴𝑖𝑛 ;

定义：余子式 𝑀𝑖𝑗 :划掉第 𝑖行，第𝑗列后的子行列式；代数余子式 𝐴𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗

且有 𝑎𝑖1𝐴𝑗1+. . . 𝑎𝑖𝑛𝐴𝑖𝑛 = 0 (𝑖 ≠ 𝑗)



例5 (1)计算行列式 D=
a b b
b a b
b b a

, 并求 a, b 为何值时， D = 0 ?

例6 记 D =

0 1 1
1 0 1
1
1

1
1

0
1

1
1
1
0

， 求 A21 + A22 + A23 + A24

例7 若
𝜆 − 3 −2 2
−2 𝜆 − 5 5
2 5 𝜆 − 5

= 0，求 𝜆 = ？



四，矩阵的逆：若有 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐸则称 A 为可逆的, 记为 𝐴−1

(i)方阵 A 可逆的充分必要条件是其行列式 |A| ≠ 0

(ii) 伴随矩阵 𝐴∗ =
𝐴11 𝐴21 ⋯ 𝐴𝑛1

⋮ ⋱ ⋮
𝐴1𝑛 𝐴2𝑛 ⋯ 𝐴𝑛𝑛

， 𝐴𝑖𝑗为 𝐴的代数余子式

𝑨∗𝐀 = |𝐀|𝐄; 若 |𝐴| ≠ 0, 则 𝑨−𝟏 =
𝑨∗

|𝐀|

例8 求 A =
1 3
2 5

的逆矩阵

(iii) (1) |𝐴∗| = |𝐴|𝑛−1; 2) (𝑘𝐴)−1=
1

𝑘
𝐴−1 ; 3) (𝑘𝐴)∗= 𝑘𝑛−1 𝐴∗; 4) (𝐴∗)∗ = |𝐴|𝑛−2𝐴



五，分块矩阵

1) A =

𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛. . .
𝑎𝑚1

. . .
𝑎𝑚2

. . . .
. . .
𝑎𝑚𝑛

= 𝑎1 𝑎2. . . . 𝑎𝑛 , 其中 𝑎𝑖 =

𝑎1𝑖
𝑎2𝑖. .
𝑎𝑚𝑖

(𝑖 = 1,2. . . 𝑛);

2) n 元方程组的矩阵形式：𝐀𝐱 = 𝐛; A 为系数矩阵，𝑥 =

𝑥1
𝑥2. . .
𝑥𝑛

为解向量，𝑏 =

𝑏1
𝑏2. . .
𝑏𝑛

;

或者： 𝒙𝟏𝒂𝟏 + 𝒙𝟐𝒂𝟐+. . . 𝒙𝒏𝒂𝒏 = 𝒃

3)记 Λ =
𝜆1 ⋯
⋮ ⋱ ⋮

⋯ 𝜆𝑛

, P = (𝑝1, 𝑝2, . . . 𝑝𝑛) ; 若 AP = PΛ，则有

𝐴(𝑝1, 𝑝2, . . . 𝑝𝑛)1×𝑛 = (𝑝1, 𝑝2, . . . 𝑝𝑛)
𝜆1 ⋯
⋮ ⋱ ⋮

⋯ 𝜆𝑛

； 可得：𝐴𝑝𝑖 = 𝜆𝑖𝑝𝑖



六 分块矩阵的运算

** 拉普拉斯公式：
𝐴 ∗
0 𝐵

= |𝐴||𝐵|;
0 𝐴
𝐵 ∗

= (−1)𝑛𝑚|𝐴||𝐵|; 其中 𝐴𝑛×𝑛, 𝐵𝑚×𝑚

例9 求分块矩阵，将
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

化为上(下）三角分块矩阵矩阵; 其中 A, B 都是 n 阶可逆阵。

解：验证 X = 𝐸 −𝐴−1𝐵
0 𝐸

, 则有
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

𝐸 −𝐴−1𝐵
0 𝐸

=
𝐴 0
𝐶 𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵

;

𝐴−1 0
−𝐶𝐴−1 𝐸

𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

= 𝐸 𝐴−1𝐵
0 𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵
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例10 已知 𝐴2 + 3𝐴 − 𝐸 = 0，求用 𝐴表示（𝐴 + 𝐸)−1

解：𝐴2 + 3𝐴 − 𝐸 =（A + E)(A + 2E) − 3E = 0, 即（A + E)(A + 2E) = 3E

所以（𝐴 + 𝐸)−1 =
1

3
（A + 2E).



七 方程组的克莱姆法则：记 Ax = b , A是方阵，且 D = |A| ≠ 0 ,则有

𝒙𝒊 =
𝐷𝑖

𝐷
， 𝒙𝒊是解向量的第 i 个分量，𝐷𝑖 是 |A|中用 b 换掉第 i 列后的行列式。

例11 求解线性方程组： ቐ

3𝑥1 + 𝑥2 − 4𝑥3 = 4
2𝑥1 + 2𝑥2 = 2
𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 1

解：D =
3 1 −4
2 2 0
1 1 −1

= −4,

D1 =
4 1 −4
2 2 0
1 1 −1

= −6; D2=
3 4 −4
2 2 0
1 1 −1

= 2; D3=
3 1 4
2 2 2
1 1 1

=0;

所以 𝒙1 =
−6

−4
=

3

2
; 𝒙1 = −

1

2
;  𝒙3 = 0 ;



第三节 向量基础

1 定义：n 维向量：x =

x1
x2. . .
xn

;      分量个数等于维数;

2 向量的运算， 加、减、与数相乘；

3 向量的内积（数量积）：[x, y] = x𝜏y = x1y1 + x2y2+. . . . xnyn

4 向量的相等：x = y xi = yi 分量分别相等。

5 向量的模：||x|| = x𝜏x = x1
2+. . . . xn

2

6 单位向量： ||x|| = 1;

7 两个向量正交：x𝜏y = 0；

8 两个向量平行：x = k y;
x1

y1
=

x2

y2
=. . . =

xn

yn
= k;

9 两向量的乘积：看成矩阵相乘。



例12 设 𝛼 =
3
−2
1
，𝛽 =

1
0
2

;  𝑨 = 𝜶𝜷𝝉，求 𝐴3, 𝐴𝑛

解：分析：A 是由两个向量生成的 3X3 矩阵，(一般以列向量的形式表示向量)

𝐴 = 𝛼𝛽𝜏 =
3 0 6
−2 0 −4
1 0 2

， 𝐴2 = 𝛼𝛽𝜏𝛼𝛽𝜏;  而 𝛽𝜏𝛼 = (1,0,2)
3
−2
1

= 5; 

所以 𝐴2 = 5𝛼𝛽𝜏 = 5A ， 𝐴3= 𝐴2𝐴 = 5𝐴2 = 25𝐴 = 25
3 0 6
−2 0 −4
1 0 2

𝐴𝑛 = (𝛼𝛽𝜏)𝑛= 𝛼(𝛽𝜏𝛼). . . (𝛽𝜏𝛼)𝛽𝜏 = 𝛼(𝛽𝜏𝛼)𝑛−1𝛽𝜏 = 5𝑛−1𝛼𝛽𝜏

注：𝜷𝝉𝜶是个数量，与矩阵 𝛼𝛽𝜏 的主对角线之和相等！



本课程的其他部分都发布在经纬考研数学的网站 www.jingweimath.com

“网课视频”→→新编考研数学线性代数精华版”；

以及配套练习题在“经纬研选” →→ “线性代数”

Thank you 


