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高分必备

综述：考研数学的线性代数部分考察的也是考生的三基水平：

基本概念，基础理论，基本计算。

综合练习题旨在帮助大家提升对基本概念和理论严谨细致的理解；强调解题思路，和解题方

法；题目研选，面向考试的题型，全面提高考生解决问题的能力。

题目适合有些基础的考生强化提高！

在此先将线性代数中的几个重要的基本概念提出来，便于复习时有的放矢，纲举目张：

线性代数的纲就是：线性方程组
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矩阵：秩，初等变换与初等矩阵，等价；

向量组：线性关系，相关、无关，等价；

线性方程组：ቊ
𝐴𝑥 = 0 − −基础解系
𝐴𝑥 = 𝑏 − −解的问题

特征值、特征向量，相似对角形；

二次型，标准化，规范化

计算：行列式，矩阵的乘法，逆，分块矩阵；初等矩阵，逆，左、右乘；

求极大无关组；方程组的解：基础解系，通解；解矩阵方程；

特征值与特征向量；对角化矩阵；正交矩阵；二次型；
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1  记 𝐴 =

0 1
1 0

1 1
1 1

1 1
1 1

0 1
1 0

,   𝐴 𝑖𝑗 为 A的代数余子式，求 σ𝑖=1
4 σ𝑗=1

4 𝐴 𝑖𝑗

2 设 A 是 3 阶正交矩阵， |A|=2,若 |2A+B|=4, 求 |E +
1

2
𝐴𝐵𝑇 |

3 已知 𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 , 𝑎4是3维列向量；记矩阵 A =(𝑎3 , 𝑎2 , 𝑎1), B=(𝑎1 + 2𝑎2 , 𝑎2 + 2𝑎4 , 𝑎4)

C=(𝑎1 ,𝑎2 , 2𝑎3 − 𝑎4 + 𝑎2),若 |𝐴| = 2, |𝐵| = −8，求 |C|
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4 设 A 是元素全为 1 的 n 阶矩阵， (1) 求 𝑎𝐸 + 𝑏𝐴

（2）若 1 < 𝑟 𝑎𝐸 + 𝑏𝐴 < 𝑛 ,  确定 a,b 满足的条件；并求𝑊 = 𝑥| 𝑎𝐸 + 𝑏𝐴 𝑥 = 0的维数。

5 A B分别是 𝑛 × 𝑚 和 𝑚 × 𝑛矩阵，证明 (1)：
𝐸𝑚 𝐵
𝐴 𝐸𝑛

= |𝐸𝑛 − 𝐴𝐵| = |𝐸𝑚 − 𝐵𝐴| ,  

(2) 设 λ≠ 0，证明： |𝜆E − 𝐴𝐵| = |𝜆E − 𝐵𝐴|

例6 若 A 是 n 阶实方阵，证明： 𝐴𝑇𝐴 = 0,则有 𝐴 = 0
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例7 设 A是 n 阶可逆矩阵， A*是 A 的伴随矩阵，证明（A*)* = |𝐴|𝑛−2𝐴

8  设向量组 𝑎1，𝑎2，𝑎3线性无关，判定下列向量组的线性相关性：

1）𝑎1 + 𝑎2，𝑎2 + 𝑎3, 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 ;   2) 𝑎1 − 𝑎2 + 2𝑎3 , 𝑎2 − 𝑎3 ,2𝑎1 − 𝑎2 + 3𝑎3 ;

9 设 𝑎1 , 𝑎2 为两个线性无关的三维向量， 𝑏1 , 𝑏2是与 𝑎1 , 𝑎2 均正交的三维非零向量，

证明：(1) 𝑏1 , 𝑏2 线性相关； (2) 𝑎1 , 𝑎2 , 𝑏1线性无关。
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10 设 A是三阶非零矩阵，且满足 𝐴2 = 0,若线性方程组 𝐴𝑥 = 𝑏 有解，

则其线性无关解向量个数为多少？

11 设A 为 n 阶方阵，

问 (1) A 满足什么条件时，存在 n 阶方阵 B (不等于单位阵 E），使得 AB=A?                

（2）当 𝐴 =
1 2
2 4

时，求所有的方阵 𝐵 使得 𝐴𝐵 = 𝐴.

12 设 𝛼 =
1
1
1

为矩阵 A=
5 −1 −1
3 𝑎 −1
4 −2 𝑏

的一个特征向量；

(1)求常数 a,b 的值，以及 𝛼 所对应的特征值；

(2) A 是否可对角化？可以的话，对其进行对角化。
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13  设矩阵 𝐴 =
1 −1 1
𝑥 4 𝑦
−3 −3 5

,  已知 A 有3 个线性无关的特征向量；λ=2 是 A的二重特征值。

求 x,y 以及可逆阵 P，使得 𝑃−1𝐴𝑃为对角型。

14 设 3 阶矩阵 A 的各行元素之和为 2， 向量𝛽1 = (1,2,0）𝜏，𝛽2 = (0,1 − 1）𝜏

是线性方程组 Ax = 0 的两个解。

求 （1）A的特征值和特征向量； （2）求正交阵 Q，使得𝑄 𝜏𝐴𝑄 = 𝛬 .

15 设3阶对称矩阵 A 的特征值为 1，2，-2，𝛼1 = (1, −1,1)𝜏是 A 的属于𝜆1=1 的特征向量 ;  

记 𝐵 = 𝐴5 − 4𝐴3 + 𝐸； 验证： 𝛼1是 B的特征向量， 并求 B的全部特征值与特征向量。

经
纬

数
学

www.jingweimath.com



16 已知二次型𝑓(𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3) = (1 − 𝑎)𝑥1
2 + (1 − 𝑎)𝑥2

2 + 2𝑥3
2 + 2(1 + 𝑎)𝑥1𝑥2的秩为2；

求：(1)a 的值； (2)求正交变换 𝑥 = 𝑄𝑦,把𝑓化成标准形； (3)求方程𝑓(𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3) =0的解。

17  设 A = E − 3αατ ,  其中 α 是个三维列向量，且 ατα=1，则 A 是否可逆？是否正定阵？

18 设 A是三阶实对称阵，满足 A3 + A2 + A = 3E，若kA + E是正定阵，则k 的取值范围？
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19：已知矩阵A=
1 1 −2
1 −2 1
−2 1 1

与 二次型 x τBx = 3x1
2 + ax3

2 的矩阵 B合同，则a 的取值范围？

20 设矩阵 A 是 n 阶实对称阵，且 A2 = A， r(A)=r (0<r<n);  证明 E+A是正定矩阵；

且 计算 |E+A+A2+...+Ak |

21 已知二次型 𝑓(𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3) = 2𝑥1
2 + 𝑎𝑥3

2 + 2𝑥2𝑥3经正交变换可化为标准形 𝑦1
2 + 𝑏𝑦2

2 − 𝑦3
2 ,

求 a, b的值？
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22 已知二次型𝑓(𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3) = 𝑎𝑥1
2 + 𝑎𝑥2

2 + 𝑎𝑥3
2 + 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 − 2𝑥2𝑥3 的

规范形为 𝑦1
2 + 𝑦2

2 ;   （1）求 a 的值； (2) 利用正交变换将 𝑓化为标准形

23 三元二次型的矩阵 A 满足 𝐴2 − 2𝐴 = 0,且 𝛼1 = (0,1,1)𝜏 是 Ax =0的基础解系；

(1) 求 二次型𝑓(𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3)的表达式；

(2)若二次型𝑥 𝜏(𝐴 + 𝑘𝐸)𝑥的规范形为 𝑦1
2+𝑦2

2 − 𝑦3
2， 求 k 的值。

24 A 是n 阶矩阵，且满足 𝐴2 + 2𝐴 = 3𝐸

(1) 证明 r(A-E)+r(A+3E)= n ;   (2) A 可对角化； (3) 如果 r(A-E)= r,求行列式 |A+E| 
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25 设 3 阶矩阵 A 满足： 𝐴3 − 𝐴2 − 2𝐴 = 0, 且 A 不可对角化，

问如下那个组合不可能是 A 的特征值“

(1) 2,2,-1         (2) -1, -1, 2;        (3) 2, 0, -1           (4) 2,2, 2.

26  已知 3 阶矩阵满足：𝐴2 = 2𝐴，且 r(A)=2，证明 A 可对角化。

27 设 A 是三阶矩阵，𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3是 3 维线性无关的向量，且：

𝐴𝛼1 = 𝛼1 − 𝛼2 + 2𝛼3 , 𝐴𝛼2 = 𝛼1 +3𝛼2 −2𝛼3 , 𝐴𝛼3 = 𝛼3

(1）A 是否可对角化： (2) 求 (A-E)的秩。
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28 设 A是3 阶矩阵， r(A)=1,则对特征值 λ=0，如下正确的是（ ）

(1) 必是 A 的 二重特征根 (2) 至少是 A 的二重特征根

(3) 最多是 A 的二重特征根； (4) 可能是 A 的一，二，三重特征根

29 设 A是 n 阶矩阵， |A|=1,若 A+E 不可逆，则A的伴随矩阵 A∗必有特征值 （ ）。

30 设 A为3 阶矩阵，𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3是 3 维非零向量，其中 𝐴𝛼1 = 𝛼2 , 𝐴𝛼2 = 𝛼3 , 𝐴𝛼3 = 0

(1) 验证 𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3线性无关； (2) 求矩阵 A 的特征值和特征向量
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31 已知 A 是 3 阶矩阵，𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3 是三维线性无关的列向量，若

A𝛼1=𝛼1+𝛼2 , 𝐴𝛼2 = 𝛼1 + 𝛼3 , 𝐴𝛼3 = 𝛼1 − 2𝛼2 + 3𝛼3 , 求 |𝐴∗ |

32 设 A为 m× 𝑛 阶矩阵，则 m<n 是方程 𝐴𝜏Ax = 0 有非零解的（ ）。

(A) 充分非必要条件 (B) 必要非充分条件 (C) 充分必要条件 (D)即非充分也非必要

33 n 阶矩阵 A 和 B 具有相同特征值是 A与 B 相似的 （ ）条件？

1 充分必要 2 必要非充分 3 充分非必要 4 既非充分也非必要
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34 设 a, b 是三位单位正交列向量，则二次型 f = x 𝜏(2aa𝜏 + bb𝜏)x 的规范形为 （ ）

A. y1
2 + y2

2 ;     B. y1
2 − y2

2； C.y1
2 + y2

2 − y3
2 ;    D. y1

2 − y2
2 − y3

2 ;   

35 对n 阶矩阵 A和B，下列正确的是 （ ）

1 若 A和B 有相同的特征值，则A和B相似；

2  A的特征值中非零特征值的个数与A的秩相等

3 若 A =𝛼𝛽 𝜏 ,  𝛼，𝛽为列向量，则 A相似于对角形；

4 若 A 可对角化，且 A 和 B 相似，则 A,B 与同一对角阵相似。

36 设三元二次型𝑓 = 𝑥 𝜏𝐴𝑥 经正交变换得标准形：𝑦1
2 − 3𝑦2

2 , 若𝛼 =
1
2
3

和 β =
−1
1
0

分别是 (𝐴 − 𝐸)𝑥 = 0,和 (3𝐸 + 𝐴)𝑥 = 0的解，求 𝐴𝑥 = 0 的解，以及 |𝐴 + 2𝐸| =?

经
纬

数
学

www.jingweimath.com



37 设 𝐴 =
1 2 1
0 1 𝑎
1 𝑎 0

,  B 是3阶非零矩阵 且 BA=0；

求 (1) 矩阵B； (2)若 B 的第一列是 (1,2, −3)𝜏时 ,  求 (𝐵 − 𝐸)4

38 设 A为3 阶实对称阵，𝐴
1 2
0 1
2 −1

=
2 −2
0 −1
4 1

,  且 矩阵 (A+3E) 不可逆，

(1)求 A 的特征值和特征向量；并求正交矩阵 Q,使得 𝑄𝜏𝐴𝑄 = 𝛬

(2) 若二次型 𝑥 𝜏(𝐴 + 𝑘𝐸)𝑥的规范形为 𝑦1
2 + 𝑦2

2 − 𝑘𝑦3
2 ,  求k ？
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39 设向量组 𝛼1 = (𝑎, 2,1)𝜏 ,  𝛼2 = (−2,3,2)𝜏 ,𝛼3 = (−1,1,0)𝜏 , 𝛽 = (1, 𝑏 , 𝑐)𝜏

问当 a,b,c 满足什么条件时： (1) β可由 α1，α2，α3 唯一线性表示；

(2)β 不能由 α1，α2，α3线性表示；

(3) β 可由 α1，α2，α3线性表示，但表示式不唯一；并求出表达式。

40 已知齐次线性方程组 (I) ቐ

a11x1 +a12 x2 + a13x3 +a14 x4 = 0
a21x1 +a22 x2 + a23x3 +a24 x4 = 0
a31x1 +a32 x2 + a33x3 +a34 x4 = 0

的通解为：

k1

1
2
1
−1

+ k 2

2
0
0
2

,  求方程组 (II) 

a11x1 +a12 x2 + a13x3 +a14 x4 = 0
a21x1 +a22 x2 + a23x3 +a24 x4 = 0
a31x1 +a32 x2 + a33x3 +a34 x4 = 0

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 0

的通解。
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41 设4 元齐次线性方程组 (I)ቊ
𝑥1 + 𝑥2 = 0
𝑥2 − 𝑥4 = 0

，以及齐次方程 (II)的通解为：

𝑘1

0
1
1
0

+ 𝑘2

−1
2
2
1

， 问方程组 （I)和(II)是否有非零公共解？若有，则求出 .

42 已知 线性方程组：ቐ

𝑥1 + 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥3 + 𝑥4 = 0
2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 2𝑥4 = 0

3𝑥1 + (2 − 𝛼)𝑥2 + (2 + 𝛽)𝑥3 + 4𝑥4 = 1

且 (1, −1,1, −1)𝜏是该方程组的一个解，

求 (1) 方程组的通解； (2) 该方程组满足 𝑥1=𝑥3的全部解。
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43 设 A 是 n 阶矩阵，且 (𝐴 + 𝐸)2= 0，验证 A是可逆的。

44 设 𝛼 = (−1,0,1)𝜏 ,  矩阵 A=𝛼𝛼 𝜏 ,  求 |𝑎𝐸 − 𝐴𝑛 | =?

45 设 3 阶矩阵 A与三维向量 x ，使得 x, Ax, A2x 线性无关，且𝐴3𝑥 = 2𝐴𝑥 − 𝐴2𝑥 ;

记 P=(x,Ax,𝐴2𝑥 )求 3阶矩阵 B，使得 𝑃−1𝐴𝑃=B;并求 |A+E|
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46 证明存在正整数N,使得当 M>N时都有 𝑅(𝐴𝑀) = 𝑅(𝐴𝑁)

47 设矩阵 𝐴 = (𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 , 𝑎4) ,若 𝑎1，𝑎2，𝑎3线性无关，且 𝑎1+𝑎2= 𝑎3 +𝑎4

则方程组 𝐴𝑥 = 𝑎1 +4𝑎4 的通解为( )

48 证明若n 阶方阵 A,B相似，且 𝐴2 = 𝐴, (𝐴 + 𝐵)2= 𝐴 + 𝐵,则 𝐴𝐵 = 0
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49 设 A 为 n 阶幂零矩阵， B为n 阶方阵，且 AB+BA=B, 求证 B=0

50 已知矩阵 AB = A+B, 验证 r(A)=r(B)

51两个矩阵 A，B 行数相同，A行满秩，B 的列向量组是否可有A 的列向量组线性表示？
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52 设三阶矩阵 A 的某行元素都是 1, 且 向量 𝛼1 =
1
0
1

, 𝛼2 =
1
0
−1

, 𝛼3 =
1
1
−1

是 A 的特征向量，

问：1） A 是否可对角化 ;   2） tr(A )？

53 用配方法化二次型为规范形 ,并写出所用变换的矩阵

1) 𝑓(𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3) = 𝑥1
2 + 3𝑥2

2 + 5𝑥3
2 + 2𝑥1𝑥2 − 4𝑥1𝑥3 ;

2) 𝑓(𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3) = 2𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 4𝑥3
2 − 2𝑥1𝑥3 − 2𝑥2𝑥3 ;

3) 𝑓(𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3) = 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 − 6𝑥2𝑥3
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54 设3阶矩阵 𝑃 = 𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3 ,其中 𝛼1 , 𝛼2 是 3 阶A对应特征值 -1，1 的特征向量，且：

𝐴 − 𝐸 𝛼3 − 𝛼2 = 0

(1) 证明 P可逆； (2) 计算 P−1A∗𝑃

55 设 A 为 n 阶方阵，若 r(A-E)+r(A+E)=n, 证明：A2 = 𝐸

56 设 A，B，C 是 n 阶方阵，且有 𝐴 + 𝐸 𝐶 = 0; 𝐵 𝐴𝜏 − 2𝐸 = 0; 𝑟 𝐶 + 𝑟 𝐵 = 𝑛

证明：A 可对角化，并给出对角阵。
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57 对方阵 A，B，若 （E-AB)可逆，证明 （E-BA)也可逆

58 记 A 为元素全为 1 的矩阵，若 𝑥 2 = 𝐴,求矩阵 x
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59 若矩阵 A, B 都是正定矩阵，且AB=BA,证明 AB 也是正定矩阵

60 设 𝛼1 =
1
2
1

, 𝛼2 =
3
3
3

, 𝛼3 =
2
4
3

,  𝛽1 =
1
1
1

, 𝛽2 =
1
0
-1

, 𝛽3 =
1
0
1

;  

是 R3 的两组基， 求在两组基下有相同坐标的向量。经
纬
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Thank you
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